Quelques outils pour Ianalyse.

1 Inégalités a connaitre.

1.1 Algébriques.

Y (a,b) € R a-b< = - (a® +b%)

1
2
Y (a,b) € C? a-b| <

Théoréme 1
~(la? + [0?)

N =

Rem |a+b* = |a]* 4+ [b]* +2-Re (@-b).

Théoreme 2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz.)

Y (ai,...,an,b1,...,b,) € RZ™,

n n
S ap b < D a2 | b
k=1 k=1

k=1

avec éqgalité si et seulement si il y a colinéarité.

1.2 Inégalités de convexité.

Théoréme 3 Soit I un intervalle de R, et f : T — R conveze.

(ZZ) v (61,...,Ep)ﬂp, v (tl,...,tp)ER+p tel que thzl, f th'.%‘j <thf(xj)
Jj=1 j=1 j=1
(113) Si de plus, f est dérivable en a € 1, alors on a : Vel f(x) = fla)+ f'(a) - (z — a).

(iv) Le graphe de la fonction est ainsi au-dessous de ses cordes et au-dessus de ses tangentes.

Théoréme 4 Applications des inégalités de convexité.
(i) Fonction exp.

(a)’VxER, e’ 2 1+x.

(b)) ¥V zx<l, e’ <

(ii) Fonction ln.

Jj=1 Jj=1
(b) itj-aj 2 ﬁajtf.
j=1 j=1
(c)’Vx>O, 1nm<:v—1.‘

(d) ¥ u>-1, In(1+w) < w.
(#4i) Fonction sin.

(a) Vxe[0,n], 0<sinz <.

(b)) YzeR, |sinz|<|z|.



2-x
T

(c) |Vxe {O,g}, sinz >

Théoreme 5 (Inégalité de Young) Y (z,y) € R} 2, ry< — 4 =—.
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Théoréme 6 (Inégalité de Holder) Soient p,q > 0 tels que — + - =1, VY (ay,...,an,b1,...,by) € R.Z™.
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Théoréme 7 (Inégalité de Minkowsky) L’application A= (a1, ... ,a,) € R" — N,(4) = Z la;|P
j=1
est une norme.

Rem (Fonctions strictement convexes) L’égalité de convexité :  f(t-x+(1—t)-y) =t f(x)+(1—1t)-f(y)
pour une fonction strictement convexe n’est vérifiée que lorsque r =1y, out =0, out = 1.

Rem f : I — R est strictement croissante si et seulement si f' >0 et {x €1/ f'(z) = 0} est d’intérieur
vide.

1.3 Utilisation de formules de Taylor globales.

Rem (Formule de Taylor locale : Formule de Taylor-Young) Si f est C" ™' au voisinage de a et f=0
est dérivable en a, f admet le dl,, au voisinage de a :

(z—a)*

fla)=3" 1 a) +o((z —a)")

1.3.1 Formules de Taylor globales.

Théoréme 8 (Polynodmiale) Soit un corps de caractéristique 0, si P est de degré d < n :

n pk) (g " pk) (g
k=0 k=0

d_ _k
_ @ p
Pla+X)=> 7 PP
k=0
Théoreme 9 (Taylor intégral) f : 1 — E Banach, f de classe C", on a :

n-1 —a k b _ 4\n—1
Pour (a,b) €%, f(b) =) % - f®)(a) +/ (b(n_t)l)' - fM(t) dt.
R ; !

Théoréme 10 (Taylor Lagrange) f : I — R (f a valeurs réelles), f C™.
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(b—a)*
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(b—a)"
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Pour (a,b) € 12, 3z €la,b] tel que f(b) = P (a) + M (e).

>
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Théoreme 11 (Inégalité de Taylor) f : I — FE, de Banach, espace normé, et f de classe C".  On

suppose f bornée sur 1 : Hf(") (m)H < M,. Onaalors:
n—1
b—a)k b—al”
Hf(b)‘i‘z(k,)'f(k)(a) <Mn'| n'|
k=0 ’ ’

1.4 Encadrements de sommes de termes.

n
Soit S = Zak, encadrer S avec a € R.
k=1



Méthode naive.

Soit A le plus grand des ay et B le plus petit des ay, on a : n-B<S<n-A

Utilisation d’intégrales.

n
On considere fSy, , = Z f(k) ou f est monotone. On encadre f par la méthode des rectangles.
k=m

n n+1
Avec f croissante, on a ainsi : / f(t) dt < f(n) < / f(t) dt.
n—1 n

n n+1
En sommant, on obtient alors pour m >n > 2 : / f(t) dt < Spp < / f(t) dt.

m—1 m

Rem I peut étre utile de sortir f(n) ou f(m).

2 Comportements asymptotiques.

2.1 Développements limités.

Il est parfois utile de transformer un équivalent en dl :  u, 5 Un signifie aussi u,, = v, + 0 (vy,).
o0

3 Suites récurrentes et équa. diff. linéaires et a coeff. constants.

Analogie :
o = (") est de méme un vecteur propre de 'opérateur de dérivation discrete.

falt) = e*" est un vecteur propre de I'opérateur de dérivation D.

1. Equation caractéristique.

(a) Si 2 solutions r; et ry # r1, I'ensemble des solutions de (E) est I’espace vectoriel de dimension 2 et
de base (fr,, fry)-

(b) Si une seule solution (double) 7, 'ensemble des solutions est 1’espace vectoriel de dimension 2 et de
base (fy,t+—t-€™").

2. Equation avec second membre de la forme d’une exponentielle polynomiale.

(a) On utilise la méthode de superposition des solutions avec les différentes fonctions exp. poly. : f;(t) =

Pj (t) et
(b) Si «j est racine de ’équation caractéristique, on cherche une solution sous la forme :  y; = t™ x
et Q;(t) ou Q; est un polynéme de méme degré que P;, et ott m; est la multiplicité de la racine.
(c) Sinon on cherche une solution de la forme :  y; = Q;(t) - €.



