THEOREME 3 :

MATHEMATIQUES — ANALYSE Soit (un)nen une suite de réels positifs.

(i) Sommabilité. Les conditions suivantes sont équivalentes.
Familles sommables de scalaires ~ La suite (uy) est sommable.
— La série de terme général (u,) converge.
— Commutative convergence : Pout toute bijection, o : N — N,
la série de terme général (uq(n)) est convergente.
— Paquets croissants : Il existe une suite (F},),>o de parties finies

1 Généralités. : : _ .
de Ncroissante (pour 'inclusion) et recouvrant Ntelle que la suite

de terme général : s, =}, .o up est convergente.

Do 15 — Sommation par paquets finis : Il existe une partition (A,)p>0
La famille (44 )aer st sommable si { > lual / J € Py (H)} est majorée. de Ntelle que la série de terme général v, =}, .\ un converge.
aelJ
(#) Somme. Si (uy,) est sommable, le réel positif S =  sup > u,
FePs(N) neF
THEOREME 1 : Propriétés a les propriétés :

o ) ) (. . ch de Pindi — Calcul par bijection :  Pour toute 0 : N — N bijective, S est

1. On a invariance par bijection (ie. changement de l'indice). a somme totale de Ia série de terme général iy ).
— Calcul par paquets croissants : Pour toute suite

2. Si (uq)aer est sommable, alors le support de cette famille est fini ou

(Fp)p>o vérifiant les conditions précédentes, on a

dénombrable. :
limp 400 D pep, Un = S.
3. Si (ua)acr est la réunion disjointe des deux sous-familles (uq)acr, €t — Calcul de sommation par paquets finis : Pour toute
(Ua)aer,, I=I1Ul, alors (uq)aer est sommable si et seulement partition  (A,),>0 de Nen parties finies, on a
si (Ua)acr, €t (Ua)act, le sont. sew .
S0, -5 (T w -5
p=0 p=0 \n€A,

THEOREME 2 : Régle de domination

Soient (ug)aer €t (Va)aer, deux familles telles que : YV «, |ug| < |va]-

Si la famille des (v )aer est sommable, alors celle des (uq )aer I'est aussi. REMARQUE

Cela se généralise aisément pour les familles sommables quelconques
e1ep 2 . . ops somme des partie positive et négative de (u,), ou des parties réelles
2 _Sommabilité et somme des suites de réels positifs. ‘(st imaginaireS) P & (a) P

DEFINITION 2 :

S = sup Z Up = Z Uy, est la somme (totale) de la famille (u,)nen 3__Cas particuliers.
FePr(N) pep neN
(justification dans le théoréme suivant). 3.1 I=N.

THEOREME 4 :

La famille (u,)nen est sommable ssi. la série de terme général (u,,) est
absolument convergente. On a alors : ZnEN Uy = Z::E) Uy -
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COROLLAIRE
Toute série absolument convergente est commutativement convergente,
ie. si la série de terme général (u,) est absolument convergente, alors
pour toute bijection ¢ : N — N, la série de terme général (uq(y)) est

“+oo +o0
absolument convergente. On a: Z Uy = Z Ug(n)-
n=0 n=0

32 I=N2.

4 Application aux séries produits.

THEOREME 5 :

1. Lasuite double (up,p)(n,p)en> est sommable si et seulement siV n € N,

la série de terme général (u, ,)p>0 est absolument convergente et si
+oo

la série de terme général o,, = E |un,p| est convergente.
p=0

2. On suppose (un,p)(n,p)enz non-nulle et sommable, on a alors :

+oo [/+o0 +o00 /400 +o00 /400
2 : Un,p = § : E :un,p = E § Un,p | = § E Un,k—n
(n,p)EN? n=0 \p=0 p=0 \n=0 k=0 \n=0

THEOREME 6 :

Si les séries de termes généraux (uy,) et (v,) sont absolues convergentes,
n

alors la série produit de terme général w,, = E Ug, * Up—k €st absolument
k=0

“+o0 —+o00 “+o0
convergente. On a : g Wy = E ug | - E Vg
k=0 k=0 k=0

PRATIQUE
Pour démontrer la sommabilité, il vaut mieux se ramener a :

Comme F € P;(N?), 3 (N,P) / F C [0,N] x [0, P]

N P N 400
On a alors : Z [t p| < ZZ [tnp| < Zan < Zan = cste

(n,p)er n=0p=0 n=0 n=0
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