MATHEMATIQUES - ALCGEBRE

Réduction des Endomorphismes

2 Eléments propres, caractérisations

1 Polynéme minimal, Polynéme caractéristique

THEOREME 1 : Morphisme d’évaluation
P un polynéme, Ev, : P — P(u), morphisme d’évaluation, est un
morphisme d’algebre.

(i) En dimension finie, il est non injectif. Son noyau est donc un
idéal engendré par un unique polynoéme unitaire IT,, appelé po-
lynéme minimal.

(1) ITm(Ev,) = K[u] est la sous-algebre engendrée par u.

(i4i) Lorsque Ewv, est non-injectif (en particulier, en dimension finie),
Klu] est de dimension finie et : dim (K[u]) = deg(I1,).

(iv) En dimension infinie, il faut étudier l'injectivité de Ev,,.

THEOREME 4 : Caractérisation des Valeurs Propres

A € K est valeur propre de 'endomorphisme u de matrice associée U si
et seulement si :

(i) uw— X -1d n’est pas injectif
(ii) U — - 1d & 8.2, (K)
(iii) X est racine de II,, si il existe

(iv) X est racine de X,

DEFINITION 1 : Polynéme Caractéristique X,

u un endomorphisme de matrice U en dimension n. On définit :
Xu(X) = det(U — X - I,). Il est de degré exactement n et se développe
sous la forme :

Xu(X)=(-1)" [X" —Tr (U)- X"t 4+ (—1)" - det(U)]

THEOREME 5 : Caractérisation des endomorphismes diagonalisables

u € £(F) est diagonalisable si et seulement si :

(i) E = @ Ex(u), ot Ex(u) = {z € E | u(z) = Az}.
AESP(u)
(i) Y dim (Ex(u)) = dim(E)
AESP(u)
(i) E est engendré par des vecteurs propres de u
(iv) 3 Pe&L,(K) tqU = PDP~!, D diagonale

(v) II,, est scindé a racines simples

(vi) ’ 3 P € K[X] non nul et scindé & racines simples tel que P(u) = 0. ‘

(vii) xu est scindé et V A € Sp(u), dim (Ex(u)) = my, my étant la
multiplicité de la valeur propre.

THEOREME 2 : Théoréme de Décomposition des Noyauz

Soient P;, P, deux polynomes premiers entre eux (P; A P, = 1 € K[X])
et v € £(F) un endomorphisme. Alors on a :

Ker ((Py x Py)(u)) = Ker (Py(u)) ® Ker (Py(u))

Cette égalité se généralise par récurrence & n polynémes de K[X].

REMARQUE
En particulier, si x, est scindé a racines simples, alors u est diagonali-
sable.

THEOREME 6 : Caractérisation des endomorphismes trigonalisables
u est trigonalisable si et seulement si il existe pour u un drapeau stable

de E, si et seulement si x,, est scindé sur K (ce qui est toujours vrai pour
K = C), si et seulement si IT,, est scindé sur K.

THEOREME 3 : Théoréme de Cayley-Hamilton
X €st un polynéme annulateur, i.e I, |x., et xu(u) =0 € £(E)
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3 Espaces stables.

THEOREME 7 :
Soit u € Lx(FE), et F un sev de E, u-stable . Considérons u|p € Lx(F).
(i) X € K est valeur propre de u|p si et seulement si A est valeur propre
de u et Ex(u) N F # {0}.

Pour toute valeur propre A de u, on a:  E\(u|p) = Ker (u|p — A -
Idp) = E)\(u) NnF.

(ii)) ¥V PeK[X],ona: Pulp)=Pu)|r.

(i4i) Tout polynéme annulateur de u est annulateur de u|p.

En particulier, si v admet un polynéme minimal II,,, alors u|p en
admet un aussi et : 1L, | II,.

(iv) Si E est de dimension finie, Xy, |Xu-

(v) Si u est diagonalisable, alors u|p P’est aussi.

Endomorphismes commutants: Soient u, v deux endomorphismes tels
que uov = vou = tout espace propre de ’un est stable par autre.

Soit u € Lk (F) diagonalisable.  F, sev de E, est stable par u si et seulement
si F' est somme (directe) de sev des espaces propres E)(u) de u.

YV A € Sp(u), E,(A) est stable par u

4 Projecteurs spectraux.

Soit m; : E — Ej,(u), le projecteur spectral associé & la valeur propre \;,

P
c’est le projecteur sur Iy, (u) parallelement a @ Ey; (u).
i=1 '

J

THEOREME 8 :

1. Si w est diagonalisable de valeurs propres (A1,...,Ap) (2 & 2 dis-

tinctes), de projecteurs spectraux (1, ..., ), alors on a :
P P
V(l,j), 7T,L'O7Tj:51'7j'7'ri, Zﬂ'j:]dE, Z)\j'ﬂ'j:u
j=1 j=1
2. Supposons que (m1,...,mp) vérifient : VY (4,7), mjom; = 0; ;- m; et

Z?:l m; = Idg, alors pour tout (A1,...,\,) € KP,ona: wu=
Z§:1 Aj - Ey, - m; est diagonalisable, de valeurs propres les A;, et
de sev propres les Ex(u) = €D, /5, Im(m;).
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Si u est diagonalisable, alors :  V P € K[X]|, P(u) =Y P(\;) - m;.

5 __Multiplicités.

DEFINITION 2 :

1. Multiplicité algébrique de la valeur propre A de u : c’est la
multiplicité de A comme racine du polynoéme caractéristique. ie.

Maig(A) = max{m / (X — A)™ | xu}.

2. Multiplicité géométrique de la valeur propre X : c’est la dimen-
sion de l’espace propre E(u). ie.  Mgeom(N) = dimg (B (u)).

THEOREME 9 :

V A valeur propre de u, on a : ’ 1 < Mgeom(A) < Maig(A). ‘

6 Choses a savoir...

6.1 Polynomes annulateurs

P annulateur de u = Toute valeur propre de w est racine de P.

P annulateur de v < 1I, | P. ‘

6.2 Projecteurs

Soit u un projecteur; X2 — X = X (X — 1) est annulateur de u, donc u est

diagonalisable car ce polynéme est scindé, et | Sp(u) C {0,1}

6.3 Diagonalisation par blocs
Ay 0

Mat(u) = , Ai = Mat(up,). Alors on a :
0 A,

Xu = HXu‘pi 3 Tr ('LL) = ZTI" (UIE) ; det(u) = Hdet(u\Fi)
i=1 3 i=1
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6.4 Indépendance des sev propres.

— Les sev. propres d’un endomorphisme associés a des valeurs propres différentes
sont distincts :  ie. si (A1,...,Ap) € Lx(E) sont des valeurs propres dis-
tinctes, alors la somme E), (u) + --- + Ey,(u) est directe.

— Si (#1,...,0,) sont des vecteurs propres associés a des valeurs propres 2 &

2 distinctes, alors le systéme (¥, ..., ¥p) est libre.

6.5 Théoréme spectral.

THEOREME 10 : Théoréme spectral

Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable et ses espaces propres
sont orthogonaux.

6.6 uelques classiques...

- M= (%‘%), P e K[X]. Alors P(M) = < P(OA) API(D;l()A) )
- VP EKX], A€ Sp(u) = P(A) € Sp (P(u))

7 __Pratique
7.1 Diagonalisation

Cas général : On calcule dans un premier temps le polynéme caractéristique.
Si il n’est pas scindé, c’est raté. Si x, est scindé, alors u est diagonali-
sable si et seulement si la dimension de chaque sous-espace propre
associés aux racines du polynoéme est exactement égale a la multi-
plicité de cette racine.

Pour déterminer une base de diagonalisation, on détermine une base de
chacun de ces espaces propres en résolvant les équations aux éléments
propres pour chaque valeur propre, et leur union forme une base dans
laquelle la matrice sera diagonale.

Utiliser la trace et le rang :
— Sirg(A) =1, alors 0 est valeur propre d’ordre n — 1, et A = Tr (A) est
valeur propre d’ordre 1.
— Si rg(A) = 2, alors 0 est valeur propre d'ordre n — 2, et A + u =
Tr(A), A2+ p? =Tr(42%), X p=det(A).

Utiliser des espaces stables : on cherche alors les éléments propres sur ces
réductions, et on remonte en utilisant la propriété : A est diagonalisable
si et seulement si la restriction de u a chacun des Fj, est diagonalisable.
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& Astuce : toute matrice réelle de taille impaire admet au moins une valeur
propre (car x4 est alors impair, et on applique le TVI).



