MATHEMATIQUES — GEOMETRIE

Etude des coniques

1 Définition

On appelle conique toute courbe d’un plan réel d’équation dans (0, 7 7) orthonormal :

Dz,y)=a-22+2-b-z-y+c-y*+d-z+e-y+f=0

On pose alors g(x,y) = a-x° +b-x -y + c-y?, c’est une forme quadratique (polynéme homogene de degré 2).
On supposera dans la suite que g est non-nulle et que la conique est non-dégénérée.

Soit A = <Z I;), la matrice de ¢ dans (7, 7)

2 Recherche de I’équation réduite d’une conique

2.1 Recherche d’un centre de symétrie

On cherche Q(xg,yo) tel que 'équation de la conique dans (€2, i 7) soit de la forme :

)

a 2?4220 -z-y+cd-y>=0

ie. il n’y a pas de termes en x et y.

THEOREME 1 :

Q(xo,yo) est centre de symétrie <=  grad F(zg,y0) =0

1
Ceci se traduit par le systeme : A - (I()) =——- (d>
Yo 2 \e

On résout alors ce systeme linéaire.

2.2 Réduction de la forme quadratique

2.2.1 Cas d’une conique a centre

a b

On suppose que A = (b c

1
) € GL3(R), le systeme AX = —3° (g) a une solution (unique). Donc I' a un

centre de symétrie €.

Par ailleurs, il existe une base orthonormale (€7, e3) dans laquelle la matrice de ¢ est diagonale, ie. telle que

gl el +B-e)=X-o’ +pu- 5
— —

L’équation de I" dans le repere orthonormal (9, €7, e3) est 1 A-z?+pu-y>+F(Q) =0 (car dans (£,
Péquation est q(z,y) + F(2) = 0).

Remarque : X -p=detA=a-c—b*>#0.

-
iy )

)

On a alors la discussion suivante :
- Si F(Q) # 0, alors :
— S’il y a deux valeurs propres de méme signe, c’est une ellipse d’équation réduite :

2 2
S+5=1
a b2
22 y?

ou le vide (ellipse imaginaire) dans le cas ou — + i —1.
a
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— S’il y a deux valeurs propres de signes contraires, c’est une hyperbole de centre 2 d’équation réduite :

- Si F(Q) =0, alors :
— S’il y a deux valeurs propres de méme signe, c’est le point €2 :

2 2
¥y _
) + i 0
2?2
ou le vide (ellipse imaginaire) dans le cas ou — + 2o —1.
a
— S’il y a deux valeurs propres de signes contraires, c’est une hyperbole dégénérée en deux droites concou-
rantes : ) ) )
T Y
— -5 =0 <<= Y=4X- -
a? b2 a

2.2.2 Cas ou ¢ est dégénérée

OnadetA=a-c—b>=0. Dans ce cas, il n’y a pas de centre de symétrie.

On diagonalise A en base orthonormale, ie. on trouve (€7, e3) base orthonormale du plan. Soit A € R* tel
que: A=P. <3 8), ot g(x' el +y -ez) =\

L’équation de I dans (0,e7,e3) est: X-a?+d -z+¢ -y+ f=0.
Discussion :

d’ 2 4’2
~ Sie =0, alors : <as—|—2)\> :_f+ﬂ'
— Sidet <0, alors T' = ().
— Si det =0, alors I" est une droite.

— Si det > 0, alors I" est composé de deux droites paralleles.

U
— Sie #0, alors (x +

2
5 A) +e’ - y=cste, ¢ #0. C’est une parabole.

3 Résumé

— Si ¢ n’est pas dégénérée, on a un centre de symétrie.  Si elle n’est pas dégénérée, la conique sera :
— une ellipse si det A > 0
— une hyperbole si det A < 0.

— Si g est dégénérée, en général c’est une parabole.
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4 Les différentes coniques

4.1 Ellipse

Equation réduite centrée

2 2
%+%:L
e a>b> 0 sont le demi grand axe et le demi petit axe. Les foyers sont alors sur (Ozx).
e Sommets du grand axe : A(a,0) et A’'(—a,0).
e Sommets du petit axe : B(0,b) et B'(0, —b).

e ¢ =a?—b? est la distance du centre de ellipse aux foyers.

L’équation réduite centrée d’une ellipse est :

c
e ¢ = — est I'excentricité de D’ellipse.
a

Equation par foyer et directrice

d(M, F
Il s’agit de : d((]W:D;:e’ ote< 1.

Equation en coordonnées polaires

b

1+e-cosf’
— p est le parametre de Uellipse. C’est la distance du foyer a la directrice correspondante.

— L’axe focal est (Ox).
— On trouve les autres parametres en écrivant p(0) + p(7) = 2a, ce qui donne a =

Ona: p= ol 'un des foyers F' est l'origine.

_p
1—e2’

Parametrage

T =a-cost
On a le parametrage :

y=">b-sint’
4.2 Parabole
Equation réduite centrée
L’équation réduite centrée d’une parabole est :  y?> =2-p- .

e O est le sommet de la parabole, et (Ox) est axe de symétrie de la parabole.
e [’excentricité e vaut 1.

e L’unique foyer F est a la distance g du sommet sur ’axe de symétrie

e La directrice est d’équation x = —g.

Equation par foyer et directrice

d(M, F
Il s’agit de : dE]\/[:D; =e=1. La distance du foyer a la directrice est p.

Equation en coordonnées polaires

p

1+ cosf’
— p est le parametre de la parabole. C’est la distance du foyer a la directrice.

— L’axe de symétrie est (Ox), il contient le foyer.

Ona: p= le foyer F' étant l'origine.
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Parametrage

t2
On a le parametrage : TPy
y=p-t-sint
4.3 Hyperbole
Equation réduite centrée
22 g2
L’équation réduite centrée d’une hyperbole est :  — — =i 1.
a
e Les foyers sont sur (Ox).
e c=+/a?+ b2, est la distance du centre aux foyers
e e= E, est I’excentricité.
a
e Les asymptotes sont d’équation : y = +— - z.
a
Equation par foyer et directrice
d(M, F)
Il sagit de: —— = =e¢>1.
& d(M, D)
Equation en coordonnées polaires
Ona: p= — P undes foyers F' étant l'origine.

1+e-cosf’
— p est le parametre de I’hyperbole. C’est la distance du foyer a la directrice correspondante.

— L’axe focal est (Ox).

Parametrage

r=c-a-chp lsiz>0 R
,ole= , et oll ¢ est 'angle entre l'axe (Ox) et I'une

On a le parametrage : .
y=>b-shyp —1lsiz<O0

des asymptotes, on a tanp = —.
a

Hyperbole équilatere

On dit que ’hyperbole est équilatere si et seulement si les deux asymptotes sont orthogonales, ie. si a = b.
Dans un repere dont les axes sont les asymptotes, ’équation est de la forme z -y = k.
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