MATHEMATIQUES — ANALYSE

Exercices sur les espaces vectoriels normés

1 Exercices fondamentaux ou démonstrations a connaitre

ENONCE :
ISoit (E,||-||) un evn, et soit F' un sev de F de dimension finie. Montrer que F est fermé dans F.
Soit (z,) € FY convergeant vers = € E pour | -|. Montrons que x € F.
(x) est une suite de Cauchy pour || ||, donc pour |- || (norme induite sur F'). Or comme F est de dimension

finie, F' est complet.
Par suite, (x,) converge dans F, soit [ € F sa limite.
Par unicité de la limite dans F, on a x =1[. Donc z € F.

ENONCE :
Soit (zy,)nen une suite convergente d’un espace métrique (E,d), et soit [ sa limite.
Montrer que ensemble I' = {x,, , n € N} U{l} est compact.

Il est ici plus facile de montrer la compacité au sens de Borel-Lebesgue.
Soit (O;)ier un recouvrement de I' par des ouverts de E.  Comme [ € T, il existe ig € I tel que I € O;,.
De plus, O;, est ouvert, donc comme (x,) —— [, on a :

n— +oo
INeN,VneN n>N = x,€0,

Pour tout n < N, il existe j,, € I tel que z,, € O;,.
Soit alors J = {j,, n € N}U{ip}. Onal C U Oj, et comme J est fini, le résultat est prouvé.

jedJ
ENONCE :
Soit E une partie non-vide d’un espace vectoriel normé, muni de la distance induite par la norme.
Prouver que : FE compact <= F complet et précompact.
Rappel :  E est précompact si: Ve > 0, F peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon ¢ > 0.
= clair.

= Premicre démonstration :
Supposons que E est complet et précompact. On va essayer d’appliquer le théoreme de Bolzano-Weierstrass.

1
Soit (y)nen une suite de E. 11 existe un nombre fini de boules B (aj, 2>7 j€{l,---,p}, recouvrant E.

1
Soit by I'un des a; tel que B (bl, 2) contient des uy pour une infinité d’indice k. On voit alors que, comme F,

1
B (bl, 2) est précompact.
1
Appliquons alors le raisonnement précédent en remplacant E par B (bl, 3

1 1 1
Il existe alors b, € B (bl, 2) tel que: B (bg, 22) NnB (bl, 2) contient des u; pour une infinité d’indices k.

Par récurrence, on construit alors une suite (b, )n>1 de points de E telle que :

1
anrl €B (bn7 2,,1)

Vn € N, ] 1
B <bn+1, 2n+1> NB <bn, 2n> contient ug pour une infinité d’indices k.
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1
On a: d(by,but1) < on- On en déduit donc que la suite (b)) est de Cauchy dans E. Comme E est

complet, la suite (b,,) converge vers un certain point b € E.
1
Soit ¢ > 0, alors B(b,e) contient B (bn, 2n> pour n assez grand, donc B(b,¢) contient des wuj pour une

infinité d’indices k. Donc la suite (u,) admet au moins une valeur d’adhérence b. Donc E est compact.

Deuzieme démonstration (variante) :

Soit (F,d) un espace métrique, et soit (z,) une suite de E. Il s’agit de montrer que I'on peut extraire de F une
sous-suite convergente.

Comme F est précompact, on peut recouvrir E par un nombre fini de boules de rayon 1. Il existe donc une
de ces boules B(ag,1) qui continent la valeur x,, pour une infinité d’indices n. On peut donc construire une
sous-suite (zy,(n)) de (z,) telle que pour tout n, z, ) € B(aog, 1).

Comme B(ag,1) C E, B(ag, 1) est aussi précompact. On peut donc recouvrir B(ag, 1) par un nombre fini de
boules de rayon 1/2. Il existe donc une de ces boules, B(ay, 1/2) telle que B(ag, 1) N B(ay, 1/2) contienne la
valeur z,(,) pour une infinité d’indices 7. On peut donc construire une sous-suite (Zy)op, (n)) de (Ze,(n)) telle
que pour tout n, Tygep, (n) € Blao, 1)N B(a1, 1/2).

En procédant par récurrence, on peut ainsi construire, pour tout p € N, une sous-suite (IWO‘..O%(n))nGN et
une boule B(ap, 1/2P) telles que :

1

0<k<p

Simplifions les notations en notant 1, = @g o -+ o ¢, pour tout p.

On va maintenant construire une sous-suite de (z,,) par la méthode du procédé diagonal :

— On choisit z¢(g) € {Zy(n), n € N}.

— On choisit ensuite (1) € {7y, n), n € N}, avec ((1) > ¢(0).

— L’indice {(p) étant construit, on choisit x¢(,11) € {¥pt1(n), n € N}, avec ((p+1) > ((p).
Ainsi construite, la suite (2¢(p))pen est une sous suite de (2,).  Si maintenant g € Net ¢ > p, ona :

1
T¢(q) S {qu(n), n e N} C {chp(n), ne N} Cc B <ap, 2p>

. 1
Ceci prouve que :  Vp,g €N, p<q:  d(x¢p), o) < T

La suite (z¢(,)) est donc de Cauchy. Comme E est complet, elle converge.  D’oti le résultat.

ENONCE :
Soit (F,d) un espace métrique, et soient K; et Ky deux compacts de E.
Montrer l'existence de x1 € K7 et x5 € Ky tels que :  d(x1,x2) = d(K1, Ks).

Rappel :  Lorsque A est une partie quelconque de E, 'application = +— d(x, A) est continue (car lipschit-
zienne).

En particulier, Papplication z € K; — d(x, K3) est continue. Comme K7 est compact, elle est bornée et
atteint ses bornes, donc :

dx € Kl, d(xl,Kg) = lenlf(’ d(x,Kg) = d(Kl,KQ)
€K1

De méme, 'application, y € Ko — d(z1,y) est continue. Comme K5 est compact, on a :

Jas € Ko, d(z1,22) = lenli; d(z1,y) = d(x1, Ko) = d(K1, K>
Yy 2

D’ou le résultat.
REMARQUE :
En remplacant K7 par {z}, on voit qu’en particulier, si Ky est compact :

3y€K27 d(xaK2> :d(m?y)
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ENONCE :
Soit (E, | -||) un evn, et soit F' un sev de E.
Soit v € E.  Montrer que: JyeF telque |v—y||=d(v,F).

On sait qu’il existe une suite (y,) telle que (d(v,yn)) —— (v, F).
n— o

On en déduit donc que (d(v,y,)) est bornée. 1l existe donc M tel que Vn, d(v,y,) < M.
(yn) est bornée dans F', donc d’apres Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-suite de (y,) convergente.
Soit ¢ : N — N strictement croissante telle que (yp(n)) ——— L € F.

n— —+oo
On adonc: (d(v,yp(m))) P (v, F).
Par unicité de la limite, on a donc :  d(v, F) = d(v,1).

ENONCE :
| Le complémentaire d’un sev strict d’'un evn est dense.

Soit « € E. Montrons qu'il existe une suite (z,) dans le complémentaire de F (dans E) telle que
n— +oo

— Premier cas : sixz ¢ F,alorsx € E\F. ok

N . . . v
— Deuzieme cas : siz € F, soit v € F', et soit x,, = + —. Ona(mn)—+>$et Ty ¢ F
n n— +oo

THEOREME DES FERMES EMBOITES :
Soit (F,d) un espace métrique complet, et soit (F,) une suite de parties de E telle que :
— chaque F), est fermée bornée et non-vide, de diametre d,, = sup{d(z,y) / (z,y) € F.?}.
— la suite (F},) décroit, ie. Vn, Fj,41 C F,.
— la suite des diametres (d,,) tend vers 0
Alors il existe un unique a € E tel que ﬂ F, ={a}.
neN
Soit x,, € F,,. La suite (x,) est de Cauchy :
En effet, pour tout € > 0, il existe N € N tel que dy < e. Par suite, Vn > m > N, on a donc :

tm €Fn CFy e xz,€F,CFy dou:dx,,z,) <dv<e

Comme (E, d) est complet, (x,) converge vers un élément a € FE qui est aussi, pour tout p € N, la limite de
la suite (xy,)n>p du fermé F,. Donc ¢ est dans chacun des F), soit a € ﬂ F,.

peEN
D’autre part, si x € m F,,ona: VneN, d(z,a)<d, Doncz=a.
neN
On en déduit donc que : ﬂ F, ={a}.

neN

THEOREME DE RIESZ :
Soit E un R-evn de dimension infinie. Montrer que la boule unité de E ne peut pas étre incluse dans une réunion

finie de boules de rayon 1. Qu’en conclure ?

Raisonnons par I’absurde en supposant l’existence de n € N*, et de (z1, ... ,z,) € E tels que B¢(0,1) C
ﬂ B(x;,1). Notons F' = Vect (z1, ... ,2,). Comme E est de dimension infinie, il existe € E tel que
1<ign
x ¢ F. Comme F est un sev de dimension finie, il existe y € F tel que ||z —y| = d(z, F). Soit g = ﬁ
r—y
On a d(zo, F) < ||lzo|| =1 et :
1 d(z, F
Ve F, flao— 2l = - o~ (u + o — gl - 2)] > et g
[z —yll |z — yll

Donc d(z, F) = 1.
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Or zy € By(0,1), donc il existe i tel que zg € B(x;, 1), de sorte que d(zg,x;) < 1, ce qui est absurde car
1= d(.’L'()7 F) < d(Io, Qii).
Finalement, on a donc démontré que By(0,1) n’est pas précompacte. En particulier, elle est non-compacte.

2 Théoreme de Baire et applications

2.1 Théoréme et démonstration

ENONCE DU THEOREME :

Dans un espace métrique complet :

— l'intersection d’une famille dénombrable d’ouverts denses est une partie dense

— ie. la réunion d’une famille dénombrable de fermés d’intérieur vide est une partie d’intérieur vide.

Considérons un espace métrique complet (E,d) et pout tout n € N, O,, un ouvert de E dense dans E.

Montrons que X = ﬂ 0,, est dense dans F, ie. que X coupe tout ouvert non-vide w de FE.

neN
— construisons par récurrence une suite de boules fermés B,, = By(x 15,) telles que :

By CwnNOy, et¥n, 0<r,< et Bpt1 C Bo(Tn, ) MOy

1
on
— Pourn=0: wnNOg est un ouvert car Oy et w le sont, et il est non-vide car w est dense. wNOgy

r

contient une boule ouvert B,(a,r) de rayon r > 0. Posons 1y = min (1, 5), xo = a et By = Bf(xo,70).

1

By vérifie bien By C wNOg et 0 < rg < 20

— Supposons By, -+, B, construites. B,(z,,r,) est un ouvert non-vide de E, donc comme O,y est

un ouvert dense : By(zy,,7,) N O,y est aussi un ouvert non-vide. Il contient donc une boule ouverte
B,(a,r) de rayon r > 0.

. r
Posons 75,41 = min CTES 2)7 Tnt1 =a et Bpy1 = Bf(Tni1,Tnt1).
. . 1
B,,41 vérifie bien By C Bo(2pn, ) NOpy1 et 0 < rppq < onFl

— La suite (B,,) ainsi construite vérifie les hypotheéses du théorémes des fermés emboités. On en déduit donc

que m B,, est non-vide et donc que wN m O,, qui le contient n’est pas vide.
neN

2.2 Applications

APPLICATION IMPORTANTE :

Montrer que, quelle que soit la norme, R[X] n’est jamais complet.

Plus généralement, montrer que si E est un espace vectoriel admettant une base dénombrable, alors E n’est
complet pour aucune norme.

1. Soit F,, = R, [X], de dimension finie. ~Les F,, sont fermés dans R[X] quelle que soit la norme.
Supposons alors que R[X] est complet. Posons O,, = R[X]\ F,, c’est un ouvert. De plus, il est dense
comme complémentaire d’un sev strict d’'un evn dense.

D’apres le théoreme de Baire, m O,, est dense.
neN

Or () On = [ RIX]\ F,, = R[X]\ <U Fn> = R[X]\ R[X]

neN neN neN

0. Ce qui est absurde.

2. Soit E un espace muni d’une norme quelconque, et soit (e, ) une base de E.
Posons F,, = Vect(ey, ... ,e,). La suite (F},) est une suite croissante de fermés non-vides de E,

d’intérieurs vide (par ’absurde). Si E était complet, UF” serait d’intérieur vide.  Or UF” = FE.
Ce qui est absurde

Démonstration sans le théoreme de Baire :
Soit (e )nen+ une base de E. Quitte & normaliser les e,,, on peut supposer que ||e,|| = 1, pour tout n € N*

on va construire une série E An - €, absolument convergente, & partir d’une suite (\,,) particuliere, et on va

prouver que E An -€n, ne converge pas (intuitivement, si une telle série convergeait, sa somme serait combinaison
linéaire infinie des e,,, ce qui est impossible dans un espace vectoriel par définition d’une base).
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Notons Fy = {0} et F,, = Vect (e1, ... ,e,) pour tout n € N*. A partir de Ay = 1/3, on définit (A,) par :

1 1
Ana1 = 3 d(An - eny, Fuoq) = 3 .xei;«“ln,l IAn - en — x|

Comme F,, est fermé (sev de dimension finie), on sait que d(z, F},) = 0 ssi « € F,,. Par récurrence, on en déduit
que A\, > 0.
1

A
Enfin,ona: M\, = 3 “d(Ap e, Froq) <

n Ly 1
A - en] = 3 On en déduit que A, < 3

La série Z An - €y, converge donc absolument.  Si E est supposé complet, elle converge. Notons z sa limite.

Wl =

+oo n
Comme (e,) est une base de E, il existe n € N* tel que = € F,. Ainsi y = Z A€ =T — Z A, -er € F,.
k=n-+1 k=1
Donc :
= =1 3
3 )\n+2 = d(>\n+1 *€n+tl, Fn) < ||)\n+1 *Ep41 — y” < kZJr2 Ak < )\n+2 ' kzz 37 = 5 ' )\n+2
=n =

ce qui est absurde car A\,;2 # 0. L’espace métrique E n’est donc pas complet.

3 Exercices divers sur les espaces vectoriels normés

ENONCE :
Soit E une partie non-vide d’un evn, munie de la distance d(z, y) = ||z —y||. Montrer que tout ouvert est réunion
dénombrables de fermés.

Soit F' un fermé non-vide de E. On adonc alors: z € F < d(z,F) =0.
La fonction ¢ : @ — d(z, F) est continue et vérifie méme : |d(z, F) — d(2', F)| < d(z, 2').

1

Pour n e N*, A, ={z € E / d(x,F) < —} est un ouvert de E.
n

On a alors : mAn:{er/d(x,F)zo}:F.

neN*
Ainsi tout fermé est intersection dénombrable d’ouverts. En passant au complémentaire, on a alors que tout

ouvert est réunion dénombrable de fermés.

ENONCE :
Soit E un evn, et soient A, B deux fermés disjoints non-vides de E. Montrer qu’il existe deux ouverts disjoints
UetVitelsque ACU,et BCV.

De méme que précédemment, la fonction x — d(x, A) est continue.
Comme A est fermé, ona: xz€ A<= d(xz,A)=0.

EF—R

Soit f : <x (e, A) — d(z, B) ) f est continue.

Posons alors U = f~'(R*) et V.= f"'(R%). U et V sont deux ouverts disjoints.
Soit © € A, alors d(z, A) = 0. De plus, = ¢ B, donc d(z, B) > 0. Par conséquent : =€ A= f(z) > 0.
De méme, z € V= f(x) < 0. Donc ACUet BCV. D’ou lerésultat.

ENONCE :

Soit F un evn, et K un compact convexe de F.

Soit f : K — K telle que :  V(z,y) € K2, || f(x) — f()|| < ||z — ]
Montrer que f admet au moins un point fixe.

K—K
Soit a € K, et soit f, : .Vn =1, f, est continue sur K et prend ses

P o fla) + (- 1) f(2)

valeurs dans K. K est compact, donc il est complet pour la métrique induite par celle de E.
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Vn > 1, V(z,y) € K% ona:
IFae) =l = (1= 1) 17 = 51 < (1= %) -l =l

fn est donc (1 —
que: Vn =1, fu(x,) =,

1 1
Drautre part, Vn > 1, Vo € K, ona: |[f(z) = fa(@)| < - [f(a)ll + = - [ ()]
f est continue sur le compact K, et donc y est bornée. On constate alors que la suite (f,,) converge uniformément
vers f sur K. K étant compact, on peut extraire de la suite (.Z‘n) une sous-suite (x¢(n)) convergeant vers un

certain z € K. Onaalors: VneN, 2o4) = fom) (Tepmn))-

Ona: [z— f(@)ll <z —zpm)ll + [ fom) (@om) = F(@em)ll + 1 f(@pm) — F(@)]-
On en déduit alors (facilement) que = = f(x), et donc que f admet bien un point fixe.

)-contractante. Comme K est complet, f,, admet un unique point fixe x,,. On a donc alors

S|

ENONCE :
Soit E une partie non-vide et compacte d’un evn, munie de la distance d(z,y) = ||z — y|| et soit f : E— E
telle que : z # y = d(f (), f(y)) < d(z,y).

1. Montrer alors que f admet un unique point fixe a dans F.

2. Soit xg € E, on définit la suite (x,) par récurrence grace a la relation x,11 = f(z,). Montrer que

(xp) — .
n— +oo

1. L’unicité du point fixe (s’il existe) découle de I'inégalité. Notons aussi que f est lipschitzienne.
Supposons que :  Va € E, d(a, f(a)) > 0.

a+— d(a, f(a))
borne inférieure. D’autre part, elle prend ses valeurs dans R, d’ot:  3b€ E, Va€ E: 0 <d(b, f(b)) <
d(a, f(a)).
Comme 0 < d(b, f(b)), on a: b# f(b). Par hypothese, on a alors :  d(f(b), f2(b)) < d(b, f(b)).
Ceci apporte une contradiction. On en déduit donc que f admet un point fixe a et qu’il est unique.

: E—R} : s .
Soit ¢ , ¢ est continue sur le compact E. On en déduit donc qu’elle atteint sa

2. Posons u, = d(a,x,). Sl existe ng € N, tel que u,, = «, alors u, = u,, = « pour tout n > ng, et le
résultat est évident.

Sinon :  Vn € N, u,11 = d(f(a), f(zn)) < d(a,z,) = u,. Donc la suite (z,,) décroit strictement.
Comme elle est minorée par 0, elle converge. Soit [ sa limite. ~ Montrons que [ =0

Supposons que ! > 0. Comme (u,) décroit, on a u, > I, pour tout n € N. De plus, (x,) est une

suite de compact E, on peut donc en extraire une sous-suite convergente (w@(n)). Notons 3 la limite de

cette derniere. On a alors : 111}_1 d(a, xy(n)) = d(a, ) = 1. De plus; comme f est continue, on a :
n—-1+:0oo

Cette derniere assertion est une absurdité puisque :

d(aa f(ﬁ) = d(f(a)a f(ﬂ)) < d(a»ﬂ) =1 et Vn, d(aa f(xga(n)) = d(avx¢(n)+1) =1

On doit donc avoir [ = 0. D’ou le résultat.

ENONCE :
IDonner une CNS pour qu’une partie A de R soit la boule unité fermée d’une norme.

Les propriétés géométriques de la boule unité sont : elle est compacte, convexe, symétrique par rapport a 0
et d’intérieur non-vide. Montrons que ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes.
Soit donc A une partie de R™ qui soit compacte, convexe, symétrique par rapport a 0 et d’intérieur non-vide.
On définit la jauge de A en posant :  Vz € R™, p(z) = inf{A >0/ % € A} e Ry
Dégageons alors les propriétés de p.
— La symétrie de A par rapport & 0 combinée au fait que A° est non-vide montre que 0 € A°. Donc p est
bien définie.
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— A est fermé et borné, donc  p(zr) =0 <=z =0.
—Onaaussi: VneR" Va>0, pla-z)=a-pz).
— A étant symétrique par rapport 4 0, ona: VG eER, Ve e R", p(f-x) =|F] - x.
— Soit x € R™\ {0}, alors on a p(xz) > 0. Soit (A,) une suite strictement décroissante de réels positifs telle
que lim A,, = p(z). La définition de p(x) et la convexité de A montrent alors que Vn, /\i € A. A étant
n

fermé, on a donc : %GA. Donc: Vx € R", p(z) <1<z € A.
p(x

— Prouvons maintenant 1'inégalité de convexité. Soit (z,y) € (R™\ {0})?, A étant convexe, on a :

pz) oz (=) oy
) o) p@) <1 OE p<y>) o) €4
vry x+y(y)) <1 Dou:p(z+y) <p(z)+py).

p(z) +p(y) p(z)+p
Ainsi p définit une norme sur R" pour laquelle A est la boule unité fermée.

Donc : € A, et donc p (

ENONCE :
I Montrer que les boules ouvertes d’un espace vectoriel normé sont des convexes.

Soit E un evn, et solent a € E et > 0. Il s’agit de montrer que :  V(z,y) € Bo(a,r), [z,y] C By(a,r).
Soient donc (z,y) € By(a,r) et soit ¢ € [0,1], on a :
dla, t x4+ 1 —t)-y)=t-z4+Q—-¢t)-y—al|=t-a+Q1—t)-y—({t-a+(1-1)a)|

Onadonc: da, t-z+(1—t)-y)<t lz—a||+0 -0t |ly—al<t-r+(1-2t)-t=r.
Ce qui montre que [z,y] C B,y(a,r).

ENONCE :
A est une partie d'un evn E.  Soit a € A, et soit 'application f : A — F. On suppose que a ¢ A\ {a} (a
est un point isolé de A). Montrer que f est continue en a.

I existe V € V(a) tel que VN(A\ {a}) =0. Or il existe « > 0 tel que B,(a,a) C V.
Donc, Vo € A, d(z,a) < a =z =a. Soite>0,alorsVz €a, [|[z—a|]| <a=z=a=|f(z)— fla)|| <e.
Ce qui montre que f est continue en a.

ENONCE :
Soit E un espace vectoriel normé.  Soit I : E —— K une forme linéaire continue et non-nulle. Soit enfin
H = Kerl.
: _ _ (=)
1. Prouver que: Vz € E, d(z,H) = inf (|lz —y||) = .
veH el

()|

2. Soit x € E\ H. Prouver que d(x, H) est atteinte ssi 3u #0 /

= [I1lll

[yl
H est un fermé, donc ¢ € H < d(z, H) = 0.
On peut donc supposer que z € E\ H. On a alors H® Kz = E.
l l l
Comme H est un sev, on a: |||l||| = sup 1) = sup oz + 2)| = su M
v20 Ul zesaeke llaz+z2l zen ||z + 2]

u— — = f(u) est continue et strictement décroissante sur R%..  On a donc alors :
U

o (i ]) == ()

L. ||$+Z||) @) .
—— = inf , ou = inf (|Jx + z||) =d(z,H). D’oulel)
1171} ZGH( el [/

D’autre part, d(x, H) est atteinte ssi :

el l(y) o
dzeH, dz,H)=|z—z| < Jz€H, |Jz—z|= T < Jy#0, ||y||:m D’ou le 2)

On a donc :
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ENONCE :

Soient (E,d) et (F,0) deux espaces métriques, et f : E — F une application injective.
Prouver que :  f est continue <= pour tout compact K de F, f(K) est compact.

Le résultat subsiste-t-il si on ne suppose plus f injective ?

La condition nécessaire est évidente, c’est du cours!
Passons & la condition suffisante.  Soit € E, et soit (z,)nen une suite de E qui converge vers x. 1l
s’agit de montrer que lirf flx,) = f(a).
n—-4+:0oo

L’ensemble K = {z,, n € N} U{z} est un compact de F, donc K’ = f(K) est compact.

Soit f la restriction de f & K. Comme f est injective, g est une bijection de K sur K.

L’application g~ : K’ — K est continue, car pour tout fermé F de K, F est compact donc (¢~ )"} (F) =
g(F) est compact, donc fermé. L’ensemble K’ étant compact, (g7')™! = ¢ est continue. ~En particulier,

lim g(z,) = g(x), ce qui s’écrit aussi lim f(z,) = f(z). D’ou le résultat.
n—-+o0o n—-+4oo

Si f n’est pas injective, le résultat est faux. Soit f : R — R l'application égale a 0 si x < 0 et égale a 1
six > 0. f(K) est compact pour tout compact K de R, et pourtant f n’est pas continue.

ENONCE :
Soient E et F' deux parties non-vides d’un espace vectoriel normé, et soit f : E — F.
Montrer que :  f est continue <= VA C E, f(A4) C f(A).

Supposons f continue. Soit A C F, alors f~ ( ) est un fermé de E, qui contient A et donc aussi A.

Ainsi,ona: AcC f! (m), et donc: f(A)C [ (ﬁ)] C f(A).
Supposons réciproquement que VA C E, f(A) C f f(A).

Soit B un fermé de F,ona: f (f—l(B)) flif~Y(B)] c
On a donc: f1 [f (fT@)} c f4B).
Or: fYB)cf* {f <f—1(B))] Donc: f=1(B) c f~Y(B), et par suite f~*(B) est un fermé.

Donc f est continue.

ENONCE :
Soit E une partie non-vide compacte d’un espace vectoriel normé, muni de la distance induite par la norme.
Soit f : E — E, une isométrie  (ie. V(x,y) € E?, d(f(x), f(y)) = d(z,y)).
1. Prouver alors que f est bijective.
2. Prouver que si E et F' sont métriques compacts, si f : E— F,et g : FF— FE sont deux isométries,
alors f et g sont bijectives.

Soit f : E — E telle que ¥(z,y) € E?, d(z,y) = d(f(z), f(y)). f est donc continue.
Soit « € E, on définit la suite (z,,) par g = z et la récurrence x, 1 = f(x,).
Comme E est compact, on peut extraire de (x,,) une suite convergente ().

Comme f est une isométrie, on a pour tout n : d {f“"(”“)(a:), fem (:z:)} =d [f”("ﬂ)*‘p(”) (z), zo].

Ona: [f¢M(z)= Ty(n), et hr_"l_l d [T p(n)s Tpntr)] = 0.
Donc : lim d |z, fPt)- V’(”)( )} —0.

n——+oo
Par suite, tout point de F est limite d’une suite sur f(F). Donc f(F) est compact, et est dense dans F, donc
f(E)=E. Donc f est surjective.
Comme f est clairement injective, on en déduit que f est bijective.

Sif : F— Fetg : F — E sont des isométries alors d’apres ce qui précede fog et go f sont bijectives.
On en déduit alors que f et g sont injectives, surjectives et donc bijectives.
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ENONCE :

Montrer qu’un espace vectoriel normé F est complet si et seulement si toute série g Uy, absolument convergente
est convergente.

Condition nécessaire :
Si Z lun|| converge, alors la suite des sommes partielles (S,,) est de Cauchy car :

q q
Vp<a, llsp—sqll = D wkl| < D luall
k=p+1 k=p+1

Comme E est complet, (S,,) converge, donc Z U, converge
Condition suffisante :

Soit (S,,) une suite de Cauchy de E. D’apres le critére de Cauchy, on a :
~39(0) €N, Vn 2 9(0), |[[Sn—Spll <1. X

- 36(1) > 9(0), Yz e(1), 18— Sumll < 5
1
S 3= 1) > elk), Yz ek, 1Sk — Spmll < 55

Pour tout k& € N, on pose ur = Sy(k41) — Spr).  Par construction, |lug|| < 27% donc Zun est absolument
convergente, donc convergente.

n
Or Zuk = Som+1) — Sp(0), donc (S,(ny) converge.  Une suite de Cauchy admettant une sous-suite
k=0
convergente converge. D’ou le résultat.
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